0 zastosowaniu teoryi funkcyj symetrycznych 


do wyprowadzenia układu zupełnego 


utworów niezmiennikowych dla form o dwóch zmiennych. 


Napisał 
F. MERTENS. 


Rzecz przedstawiona 20 Kwietnia 1891 r. 


Zamierzam w rozprawie niniejszej zastósować teoryja funkcyj sy- 
metrycznych do wyprowadzenia układów zupełnych utworów niezmien- 
nikowych dla jednej formy o dwóch zmiennych. Przez układ zupełny 
utworów niezmiennikowych danej formy lub danego pocztu form rozu- 
miem zbiór utworów niezmiennikowych takich, przez które każdy utwór 
niezmiennikowy całkowity rzeczonej formy lub rzeczonego pocztu form 
w sposób całkowity przedstawić można. — 


1: 


Najprzód zajmę się zadaniem: 
„Mając dany układ form linijowych dwóch zmiennych, wyznaczyć 
ogólny kształt utworów niezmiennikowych całkowitych tychże form.“ 
Niechaj będzie dany poczet form linijowych 
a =a, Z, + 4,7, 
b =b,a, + 0,0, (1) 


e = eL, + e,2, 
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zmiennych z,, æ, i niechaj © (æ,,%,) oznacza jakibadz utwór niezmien- 
nikowy całkowity tychże form, zawierajacy tylko jeden poczet zmien- 
nych z,, 2,. Jeżeli we formach (1) uskutecznimy podstawienie 

=; X, + 1% Tą = 3 X, +X, 


L, 


i położymy 
s a: an F ahi = ar 
b,é +0,E, = bi b, a, + bn, = ba 
S Sa o ea Kot. OAZA SĘ 


to przez utwór niezmiennikowy całkowity danego pocztu form rozumi- 
my funkeyja całkowita © (z,, z,) ilości 


(2) Aar agibir Dya AERA 

(3) Ti , Tą; 

z osobna jednorodną co do a,, a, co do D,, b, ... i co do £, 2, 
która czyni zadość tożsamości kształtu 

(4) 0, (5, X ca % X, M X, Hh X,)(Ę, Ya T 5 n)p=LF, 


gdzie p oznacza liczbę całkowitą nieujemną a F funkeyja całkowita 
wyrażeń 
(5) ay, da, DE, Da, nan Ck, la 
i zmiennych 
(6) PA. 98: 
której spółezynniki nie sa zawisłymi ani od ilości (2) i (3) ani od spół- 
czynników podstawienia 
(7) E49 Ga Nas Na 
Spòtezynniki danych form i spółczynniki podstawienia uważamy jako 
zmienne nieoznaczone, i tożsamość (4) musi mieć miejsce eo do wszyst- 
kich zmiennych (2), (3), (6), (7). 

Położywszy dla skrócenia 
(8) a Ta au é 1 Fi (E n) 
i wziąwszy w tożsamości (4) po obu stronach spółczynniki najwyższej 
potęgi zmiennej X,, otrzymujemy identyczność 
gdzie VT oznacza funkeyja całkowita wyrażeń (5) niezawierajaca po za 
temi wyrażeniami ilosci (2) i (7). 

Należy teraz rozróżnić dwa przypadki: według tego czy ọ = 0, czy 
P>0. 
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Jezeli p=0, to funkcyja T zmiennych ń,, 4, nie zawiera. Nie 
może więc także zawierać wyrażeń An, bn, ... e, a przeto musi być 
funkeyja samych wyrażeń az, bę, ... eg; ponieważ zaś nadto © jest 
wyrażeniem jednorodnem co do spółczynników każdej z danych form, 
przeto l' musi posiadać tę samą własność i wakatèk tego mieé ksatalt 
nastepujacy 


r = Hat bi SSE ci. 
Jest więc 


O, E) = Mat di ... eż. — 


W tej tożsamości wolno zastapić zmienne £,, č, przez jakiebadź inne 
£i; Z, a przeto mamy 


O(2,, x)= Ha* b? ... et. 
Jeżeli p > 0, to wykonajmy po obu stronach tożsamości (9) działanie 
9" a" 3’? 
10 ABA a E a a e 
ci (Em) 7 2,5, 5,5, 
Znajdujemy najprzód łatwym rachunkiem, oznaczywszy przez p. 
rząd wyrażenia © co do zmiennych 2,, 2,: 


EBS (6,5) =? H AHL) (Ene O (5, 5.). 


Jeżeli teraz dany poczet form (1) składa się tylko z jednej w 
a, to będzie 


0?T IT Jaz Ian _ Š aT 


05, On, - Jurdu, kè SB 203 ki Ouz A, 


7T rr CZA KC aT 
AE ké Z OM a EE SITE YAN 
03,0, Dag da, 95, et ' ? Jag ðar 


a stad tożsamościowo : 


0* 
(wadi 4 
W tym przypadku więe 


p (p + p + 2) (57)77' © (3, E)=0 
czyli identycznie i 
gn. 


Jedna forma linijowa a posiada więc tylko utwory niezmiennikowe cał- 
kowite kształtu Ha*, i układ zupełny utworów niezmiennikowych dla 
takiej formy składa się tylko z formy a samej. 
Jeżeli zaś liczba form danego pocztu przynajmniej równa 2, to l 
otrzymujemy 
IT OT IT sa OT IT 
ŻĘ, dm dagdu, tt * apab tt * dude, A tet ara " 
IT IT IT aT 
T ET da trapde, tet an ae, fe 
5 A E MK AA A 
IT ə ki IT 
-- dez Day e, a dez Ob, e, b dez ACz ; + + dez de, e, 
IT IT IT aj; IT 
36, On, Dagdu, a, a, OO a, 0, + Bat de, a, e, 2 a, e, 
IT 
Obę Ic, 


IT 


4:5.) Km Gire P 4) (ara da, 3b; LA BK 


pT ar ər aer 
m, du z) moim bi Al Er rada Ja, da.) * 
gen aT 
A A (aa E T, 


alé 
Jeżeli więc użyjemy skrócenia (8) i wyrażenia 
ake 3800 (GU E oT 
dardb, Aa, dbr' Jug c, 0a, Ieg’ 
które znowu są joa an podobnemi do F, tylko rzędu o jednostkę 


niższego i co do ilości 5, 5 i eo do ilości n,, n,, oznaczymy osobnemi 
głoskami 


JRE l 
to będzie 
p (p + u+ 1) (En) =O (E; $,) = (ab)T,, + (ac) T,, + ... 


e 
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Widoeznem teraz jest, ze po powtórnem wykonaniu działania (10) 
otrzymamy tożsamość kształtu 
e (P—1) (p+ u + 1) (p + u) (65) O (Ę,,Ę,)=ZP,T", 
gdzie przez P, rozumiem ogólnie iloczyn k wyznaczników szeregu 
(ab), (ac), ... (ae), (be), ... (be), ... (de). (11) 


a przez I” funkcyja podobna do funkeyi T ale niższego rzędu o dwie 
jednostki i co do ilości 3,, 6, i co do ilości ń,, ń,. | 


Po p krotnem wykonaniu działania (10) otrzymamy więc tożsamość A 
el(e+a+D)(e+u)... (2+p.) © (5,,5,)=2 P, Ti, (12) RA 
gdzie T, ogólnie oznacza funkcyja całkowita wyrażeń (5), która eo do Ą A 
ilości %,, n, jest względem P rzędu niższego o p jednostek. Ponieważ RAB 
zaś [ eo do tychże ilości, według tożsamości (9), może być tylko rzę- "OSS 
du p, przeto wyrażenia i, już nie zawierają a,, ba, . . . €, i sa funk- HER 
cyjami samych wyrażeń 
REZON 50 88. i re 
Można więc położyć ogólnie "a 
T, = Hai bi Oo n 
i tożsamość (12) podzielona przez liczbę różna od zera g! (e + ņ + 1) „A 
(p+ u) ... (2+ u) przechodzi na “a 
BX 
8(6,,Ę,)=ZH'P,agbę ... et. 
Zastapiwszy więc zmienne $,, $, przez z,, 4, mamy i 
O(2,,a)= HP abo... e, Sa 
Najogólniejszy zatem utwór całkowity niezmiennikowy danego pocztu a A 
form linijowych (1) jęst funkcyja całkowita wyznaczników (11) i form AR 
(1). Wyznaczniki te więc w połaczeniu z formami danemi tworza układ SE 
zupełny utworów niezmiennikowych dla danego pocztu form (1). *) Zał 
W szczególności zaś dla dwóch form linijowych a, b układ zupełny eu 
składa się z utworów niezmiennikowych „US 
(ab), a. Aga 
i każdy utwór niezmiennikowy całkowity form a,b ma kształt „SA 
C (ab)Y a“ LÉ. Yo 
!) Por. Clebsch w czasopiśmie Crelle'a. Tom 59. Sa 
Rozprawy mat.-przyr. T. XXII. ` 19 38 A 
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Jeżeli n form linijowyeh 
p-p,4, + pa, 
(13) q= 9,7%, + as, 
8=3,4, + 8,4, 


przez siebie rozmnożymy i po rozwinięciu iloczynu położymy 
DPI «re SF, Ti HW,AŻ Z, to NY” A+ eee + w, 23, 

to wiadomo ?), że każde równanie całkowite, jednorodne, pomiędzy fun- 
kcyjami elementarnemi symetrycznemi 

w =P, l, eS 

W, =P 4 ::- $, H+QD wan o ::: +5, PD, 9, *:* 
(14) 0, =D, pni ee m AE *** 57: 

GZ SEA: By; 
którego spółczynniki nie sa zawisłymi od zmiennych 
(15) Pis Pos Dis 43: TRA Siy S23 
i które identycznem jest co do tychże zmiennych, musi być także iden- 
tycznem co do samych funkeyj w,, 6,, . . . ©, czyli musi być speł- 
nionem, jeżeli zamiast ©,, »,, .. . w, podstawimy dowolne zmienne. 
Twierdzenie to pozwala sprowadzić wyznaczenie ogólnego kształtu wszy- 
stkich utworów niezmiennikowych całkowitych formy m-tego rzędu 
zmiennych z,, ©, do wyznaczenia tegoż kształtu dla pocztu n form lini- 
jowych (13). | 

Jeżeli bowiem w jakimbadź utworze niezmiennikowym całkowitym, 
© formy n-tego rzędu 
J=0,2;+0,%:'2, kari DE von +4, 72 
zastapimy spółczynniki 
n sa. a 

tejże formy odpowiedniemi spółezynnikami 


M, AA dont fey. od 


e 


1) Rozpr. Ak. Um. Ser. II. Tom I. str. 349. 
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iloczynu pq ... $, to, jak łatwo dostrzedz, © przechodzi na utwór nie- 
zmiennikowy całkowity ©, form linijowych (13), który co do spòlezyn- 
ników każdej z tych form jest jednorodnym i co do par zmiennych 


(Pire dilara 4 2 + (85595) 


symetrycznym. Jeżeli więc ogólny kształt utworów niezmiennikowych 
całkowitych i symetrycznych form p, q, ... $ potrafimy przedstawić 
jako funkeyja całkowita F'(w,,w,, ... w) wyrażeń elementarnych sy- 
metrycznych (14), to wyrażenia te potrzeba tylko w funkeyi F' zasta- 
pić przez sp6tezynniki odpowiednie formy f, aby otrzymać ©. Albowiem 
z tożsamości 


8, SE (Gy w 6 
na mocy twierdzenia wspomnianego, wynika identyczność 


y 
s2P (4 5 85): 


3. 
Najogólniejszy utwór niezmiennikowy całkowity form linijowych 
(13) według $. 1 składa się ze skończonej ilości wyrazów kształtu 
HP, pwo ghe z SA (16) 


gdzie H oznacza spółczynnik niezawisły od zmiennych (15) i od zmien- 
nych 2,, 2,; P, zaś iloczyn p wyznaczników szeregu 

(Pq), (Pr) +. . (ps), (gr); -++ (A) . +. (rs). UT) 
Jeżeli nadto utwór ten ma być symetrycznym względem spółczynników 
każdej z form (18), to przedewszystkiem musi być tego samego rzędu 
co do poszczególnych spółczynników tychże form. Oznaczywszy więc wy- 
kładniki, z jakiemi wyznaczniki (17) w P, występują, względnie przez 


hig? 4133 An—in 


zas przez m rzad utworu co do p,, Pa; mamy równania: 
hrk” ły TA toi FAZ M 
bog FMa * dys kane +ALEM (18) 
Don FApa H Aga Ads +... + * FM, 


które kolejno wyrażaja, że spółezynniki każdej z form p, q, ... $, 
w każdym z wyrazów kształtu (16) zachodza w rzędzie m, 
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Jeżeli więc utwór 0, przedstawimy jako sumę wyrazów kształtu 
(16), to każdemu takiemu wyrazowi odpowiada rozwiązanie równań (18) 
w liczbach całkowitych nieujemnych. 

Chcac dalej utwór ©,, po jego przerobieniu na sumę wyrazów 
kształtu (16), przedstawić jako funkcyję całkowita wyrażeń elementar- 
nych symetrycznych w,, w,, ..., znać musimy wszystkie rozwiązania 
równań diofantycznych (18) w liczbach całkowitych nieujemnych. Roz- 
chodzi się więc o wyprowadzenie ogólnych wzorów obejmujacych wszy- 
stkie te rozwiązania. 


4. 


Oznaczmy przez 


Yo» Yo» Yos» kon Pat Yon 


(19) Via Vis) * * * Yin 
Yo97 «nn Yon 
Yn—1n 


dowolne zmienne mniejsze od jedności, przez Y zaś ogólnie iloczyn ja- 
kichbadź potęg tychże zmiennych, tak iż: 


AR ey TORA „4 PRET „AE 
gdzie 
R MO RON EM 


sa jakiemibadź liczbami całkowitemi nieujemnemi. Niechaj dalej 
MANI lachin e S 


oznaczaja rzetelne zmienne, £ zmienna mniejsza od jedności, oraz po- 
łóżmy dla symetryi w, = 0. Utwórzmy iloczyn II wszystkich czynni- 
ków kształtu 


(20) 1 — yap e "a*"P 
w których a, 8 przebiegają wszystkie kombinacyje 
01, 02, 08, ... On 
289802, dw 
PRAN Dean a 


i rozwinmy funkcyję 


bra Uu PEAD 


ECIN a 


OMAMNO PI BROS n 630 
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y 1 
== p (ET e ee ave np W a l 
według potęg ilości 
Mi, e"s, ERGE 9 (21) 


Jeżeli część tego rozwinięcia, która stanowi spółczynnik zero-tych potęg 
ilości (21), oznaczymy przez T, t. j. jeżeli położymy 


1 2% p27 27 f 
Pase | f V du, du, ... du,, 


(27," ; 


to spòlezynnik potęgi t” w rozwinięciu wyrażenia T według rosnących 
potęg zmiennej £ ma kształt 


da GERE Foo (22) 
gdzie układy wykładników, z jakiemi zmienne (19) występuja w wy- 
rażeniach Y, Y'..., tworzą dokładnie wszystkie możliwe różne rozwiaza- 
nia równań (18) w liczbach całkowitych nieujemnych. 


è : 1 
Rozwinawszy bowiem każdy czynnik ułamka Ty Ya Szereg geo- 


metryczny i rozmnożywszy wszystkie te szeregi przez siebie, otrzymamy 
szereg kształtu 


i y Yetsa P ik A tp pi a (APA W. 


l 
gdzie : 
FT mó OBO EW 
o =a + * Hha th; +... hm 
MSZE W 0 E, AE PY MODI 09 


zę. ` ` * 
On = Aon T An FAgn Feoi + 


i gdzie znak sumowania odnosi się do wszystkich możliwych wartości 
całkowitych nieujemnych wykładników 
PP SSE MAL WODE 2023 (23) 


Ki *'027 on) ^12? 


Rozmnożywszy następnie ten szereg przez szereg geometryczny 


1 . 
Ite tut: Fu) If be Ok % penn + *94- gier, FM tt N T 
zaj 1 2 a n 


widzimy, że tylko te wyrazy do T należeć moga, w których liczby 


Di Gg; e.. On 
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sa sobie równe. Jeżeli zaś liczby te posiadaja te samą wartość m, to 
wykładniki (23) stanowią rozwiazanie zrównań (18) w liezbach całko- 
witych nieujemnych. Spółezynnik potegi i” w T posiada więc kształt 
(22) i wnioskujemy że: 
Te AE. 
Aby wice wszystkie możliwe rozwiazania równań (18) otrzymać, 
wystarcza wyprowadzić inna droga wyrażenie 7. 


5. 
Łatwo okazać, że wyrażenie 7' jest funkcyja wymierna zmiennych 
(19) i zmiennej £. 
W tym celu niechaj 
 Fdm=cq+az+ca"+ ... 
f (©) =(1<a, 1%) (t-a, ab) ... 
g (x) =(1—, z*;(1—, 29) ... 
oznaczają dane funkcyje całkowite ilości 7, w których spółczynniki 
BL PER ry YE 
sa ilościami kształtu 
| 10. YE Fa ra 
a spółezynniki 
DU TAP DA 
ilościami kształtu 
(24) ItP. Y gi, tè, TĘ u. +...) A a l'te". Y'A, sk k', u, +...) + akc 
gdzie przez p, p',... rozumiem wykładniki całkowite nieujemne, przez 
k,,k,, ... k'i, kss... wykładniki całkowite jakiebadź a przez l, l',... 
czynniki liczebne. Rozwińmy ułamek 
asi. ge P ( e") 
FE WE. 3 
według potęg ilości e" i postawmy sobie za zadanie, wyznaczyć spół- 


czynnik Č zero-tej potęgi ilości e“ w tem rozwinięciu. 


Połóżmy : 


dX+u+'... = 
G (x) = (x*—b, ) (z*—b,) ... 
Wyniknik R fuankeyj f i G jest iloczynem złożonym z samych cżyn- 
ników kształtu 


|PRAWO ia ati, RAN da mn bi WA FEL 
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1—a,l;, 1-06; I—anbi, ... 
czyli kształtu 
i Tete: Yet, 4, r ką Ua He) 
przeto nie może zniknąć. Można więc wyznaczyć dwie funkeyje całko- 
wite P(x) i Q(2) zmiennej r, które czynia zadosyć tożsamości 
P.f+QG=R (25) 
Rozmnóżmy identyczność tę przez funkcyję F, sprowadźmy za pomoca 
dzielnika G iloczyn PF do kształtu 
PF=LG + 0, 
gdzie o jest niższego rzędu jak G, i połóżmy 
QF+Lf=v. 
Tożsamość (25) natenczas przechodzi na 
RFa)=oa)fls)+v(x) Gla) | (26) 
i funkeyje o, v będa co do budowy podobne do F'; spółezynniki bo- 
wiem funkeyj P, Q złożone są całkowicie ze spółczynników funkeyj 
f, G a spółczynniki funkeyj 9, 4 całkowicie ze spółczynników wszyst- 


kich trzech funkeyj f, g, F, ponieważ najwyższa potęga zmiennej z 
w G ma spółczynnik równy jedności. 


Podzieliwszy identyczność (26) przez a7?fG i położywszy na- 
stępnie 1 = e", otrzymamy 


eti" (et ). elan W (e) 
RU e * Fi 
Ponieważ funkcyje 
pie o (48), (TD p (gie) 
zawieraja tylko skończoną ilość potęg funkeyj e", przeto spółczynniki 
zero-tej potęgi tychże funkeyj w rozwinięciu wyrażeń 
EY OBO, EDDIE NI 
PE APRAN L ca 
składać się będą ze skończonej liczby wyrazów, których suma stanowi 
wyrażenie N kształtu (24). Mamy tedy 
N 


Jeżeli teraz pomyślimy sobie ułamek W najprzód rozwinięty we- 
dług potęg ilości e”, to spółczynnik C, zero-tej potęgi tejże ilości two- 
rzy ułamek kształtu (27), w którym wyrazy sumy M sa kształtu 


l tP. Yet ut LĄ May ** + kasi na) 
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24 ak. ri fè 
DAYE NEN LAN WT 
air E W vi 


v s Li Mi 
j: W sen TA 
y AP Sa'm « pOu À 
Ws "A 


AE 1è: Lo ik. 


3 . w Mi pi 3 
sA KS "4: r Lee Ye 
E a WON OAA 


VANN 


` 
SN Da n 
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R zaś składa się z czynników kształtu 
IZ. Ve: T% tee ti 4,3) 
Rozwinawszy potem C, według potęg ilości e", otrzymamy na spół- 
czynnik C, zero-tej potęgi tejże ilości znowu ułamek kształtu (27), 
w którym wyrazy sumy N mają kształt 
lip. YO tka Wa kont kan So p) 
R zaś składa się z czynników kształtu 
SZT. Yet, ka” Rh k u2 to» + kim Na) 
Wnioskujac tak dalej otrzymamy 
N 
T = a 3 
gdzie Ri N maja ksztalt 
R=(1—t. Y') (1—tP'. Y")... 
N=At* + Bi? + ... 
zaś oznaczaja wyrażenia całkowite 
| A=Zcy, B=LET,... 
o spółczynnikach liczebnych c, e', ... 


A-B 


NE VA E E MW 


6. 


Sprowadźmy wyrażenia Y występujace w liczniku i mianowniku 
funkcyj T do jak najmniejszej liczby 


(28) > PR: n RAK SE (A 

tak, iż każde z rzeczonych wyrażeń daje się przedstawić przez iloczyn 
potęg 

(29) : --19 4 SBZYDSENYE 4 


o wykładnikach całkowitych nieujemnych, z wyrażeń zaś (28) żadne 
nie dozwala takiego przedstawienia przez pozostałe. Natenczas spółczyn- 
nik jakiejbądź potęgi t” w rozwinięciu ułamka T będzie się składał 
z wyrazów kształtu 
SEOSTYZ EE 

Nazwawszy więc układy wykładników, z któremi zmienne (19) wystę- 
puja w wyrażeniach (28) względnie przez 

Boyz Žogs *** Pon, Xiggs igs «e» da en 

Bon? Pos: szarą Ben Dra) Bis» ... Bs 


E€ € 


4.02 2082573 53% Son) SÉL ZÈL e.. En an 
widzimy, że wszystkie rozwiazania równań (18) w liczbach całkowitych 


nieujemnych zawarte muszą być we wzorach: 
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o Aaroa AA TRORYI R. ARESE 


Ayi =a% EO +... +ee, 
A, s = 08, +08, + +» "ARS 


hs F G4, WO WÈ. ven FEE, 
Ayy = AU, +B + ++. FO 


LO LEBEN) OKA Tè FOR 

Jeżeli zatem położymy 
(pq)*e (pr)*a ... plot go ... S*on = Á 
(pg)?* (pee ... pó” gon l... sba = B 


. . . . . . . . . . . . 


(pg) (pr)*s ... psow q*oe ... KAR" 


to wyrazowi (16) nadać możemy kształt 
FEP. 
wskutek czego utwór ©, przechodzi na funkcyja całkowita wyrażeń 
e. A «ANA 
Możemy więc napisać 
0, -zz,F-(4; Baa, (30) 
gdzie F oznacza funkeyja całkowita. 


LĄ 
Oznaczmy wartości, które przyjmuja wyrażenia 

ADA ete 

przez wszystkie mozliwe przemiany par zmiennych 
(Dis Pa) (W, da), + w (51454) (31) 

względnie przez 

PN e rati a bk 

Fa) W RAT SPE? Ja (32) 


natenczas, jeżeli w tożsamości (30) uskutecznimy kolejno wszystkie rze- 

czone przemiany i uwzględnimy, że ©, jest wyrażeniem symetrycznem, 

otrzymamy identyczności następujące 
0,=F(4, B, ... E) 
8, =BP(A, Bos) 
6, =F(A",B" ...H') 
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Z dodania tychże wynika 
(83) n! ©, =Ś, 
gdzie dla skrócenia położono: 
A (A INA FA MY. RAT MAYO e BE) Fèt 
Jeżeli wyrażenia A, B,... E, A, B',... przejściowo pomy- 

slimy sobie jako zmienne nieoznaczone, to S jest funkcyja całkowita 
i symetryczna n! grup zmiennych 

É "TĘ 2 

(PF. SOTO > 

CY APOT 4 


i jako taka dozwala na identyczne przerobienie ') na funkeyje całko- 
wita spółczynników występujacych w rozwinięciu iloczynu 


(y+ Aw+ Bv+ ... +En)(y+AurBvx+ ... + Kw)... 


według zmiennych y, u, v, ... w. 

Rozumiejac zatem znowu przez A, b,... wyrażenia (32), widzimy 
w identyczności (33), ze ©, daje się przedstawić jako funkcyja całko- 
wita spółczynników iloczynu 


Q = (y + Au + Bv + ... + Ew) (y + A'u + Bw + ,.. + Ew) ..., 


które występuja przy różnych iloczynach potegowych y* uł ... wi. 
Spółezynniki te sa wyrażeniami całkowitemi symetrycznemi par (31) 
i jednorodnemi co do spółczynników każdej z form p,q,...s, przeto 
moga być przerobionemi na funkcyje całkowite jednorodne wyrażeń ele- 
mentarnych symetrycznych (14). Jeżeli nadto spółczynniki te daja się 
całkowicie wyrazić przez kilka z nich, a mianowicie przez 


(34) kę, M Nyc 4 
to położyć można 
(35) 0, =P (L, M, M, - . -) 


gdzie P oznacza funkcyja całkowita. 
Zastapiwszy teraz wa funkeyjach (34) wyrażenia 


rg. MAG Aaa TY, 
przez spółczynniki 


%; a,, E Tet a, 


1) Zob. Mertens. O fankeyjach całkowitych symetrycznych. Rozprawy Akademii 
Umiejętności. Serya II. Tom I, str. 349. 
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formy /, otrzymamy poczet skończony utworów niezmiennikowych tejże 
formy 

SpA R. RZECZA 
które stanowia układ zupełny, albowiem z tożsamości (35) wynika 


8-024, M,N,...). 


8. 


Zastosujmy sposób wyłożony w ustępach poprzedzających do form 
drugiego, trzeciego i czwartego rzędu. 
Niechaj będzie dana forma drugiego rzędu 


f = aa; + 2a 4,12, + a,2ż | A 
i szukajmy najprzód ogólnego kształtu utworów niezmiennikowych cał- ! 
kowitych ©, formy szczegółowej 


Pq =(p,a, + pwa) (91%, + pa). 
Kształt ten według (16) jest następujacy : zę 
0, = Z H (pq)* pb q". | a 

Równania (18) brzmią tutaj : 
a -+Ê = 


i daja 


najogólniejsze zatem ich rozwiazanie w liczbach całkowitych pounn yok 
zawarte jest we wzorach 


« =h 
B=p 
WS RZ i 


gdzie A, u. oznaczają jakiebadź liczby całkowite nieujemne.į Jest więc 
0, = 2 H (pa) (p . q)" 
i wyrażenia A, B,... skladaja się tu z nastepujaoych dwóch 
(pa) i p. a. A 
Z tego dalej wynika 
= (y + upg + *(pq)) (y + wq — Apa) 


= (y-+upq)*— vè (pa? = y° + pquy + u*p*q* — v*(vg)* 
a wyrażenia Z£,, M,,.,. sa następujące: 


pa , (Pa)". 


e E E a A e reiniotei 


BY IE se T W 
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Te wyrażenia należy jeszcze przerobić na funkcyje całkowite spół- 
czynników iloczynu 
(36) Pq = Pq, % + (7,92 + Pi) %,%, + Pg. 
Mamy identycznie 
(w9)? = (P9 + Pa)? — 4,4, Pala = wi — dwew, , 
dla wyrażenia zaś pq, już równanie (36) zawiera potrzebne przerobie- 
nie. Zastapiwszy tedy spółczynniki iloczynu pg przez spółczynniki for- 
my f, otrzymujemy wyrażenia 
4 (4; — a,a,), T 
i możemy układ zupełny złożyć z utworów 
a,a, — ai, f. 
Każdy więc utór całkowity niezmiennikowy formy kwadratowej f 
ma kształt 
C (190, m0: MI; 
gdzie u, v oznaczaja liczby całkowite nieujemne a Č spółczynnik nie- 
zawisły od a,, ©, da, Li, Va. 
9. 
Niech będzie dana forma trzeciego rzędu 


f = at + 30,132, + 30,2,X; + a,23. 


Każdy utwór niezmiennikowy całkowity formy szczegółowej 


pqr = (p,a, +p,4,)(q,2, LĄ q,0,)(7, 24 Mi Tą) 
ma kształt i 
(37) ©, = ZH (qr)" (rp)? (pay? p% q*' e 
i równania (18) brzmią tutaj: 
B+y+a =m 
(38) Y+at+p = m 
a+pBit+y = m. 

Aby je wyczerpujaco rozwiazać w liczbach całkowitych nieujem- 
nych, oznaczmy najmniejsza z liczb «æ, 56, y przez 8, najmniejsza 
z liczb «', B', Y' przez s i połóżmy 

a—òd=A B- =y y—ò=y 
(39) a Łosia Ji g' e=w' PORNO ZY 
== — = pi of c=v, 
Liczby : 


47 , , 
Ay Ba Y, KEY 
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są całkowitemi nieujemnemi i na mocy równań (38) będzie: 
h-N=u-—u=r—v=a+$8+y—3+e—m. 
Spólna wartość różnie A —X, u—wu', v--v może być tylko ró- 
wna zeru; występuje ona bowiem w kształcie i liczby dodatnej i liczby 
ujemnej, ponieważ tak między liczbami X, w, v, jakoteż między licz- 
i bami à, w, v przynajmniej jedna znajduje się równa zeru. Jeżeli zaś 
=N pep v=, 
to równania (39) daja : 
«a = A +3 B=uvu+3 Y=v+38 
a =h+3 PfP=u+e 4 zv+€ 
m= +u +y +B +E. 


Odwrotnie: wszystkie liczby, które z tych wzorów otrzymujemy 
udzielając ilościom A, v, v, 8, e wszystkie możliwe wartości całkowite 
nieujemne, czynią zadość równaniom (38) i ujemnemi być nie mogą. 


Połóżmy : 
(ar) p = A, (rp) q = B, (pg) r =( 


(gr)(rp)(pq) = D 
par = E. 


Wyrażenie (37) przybiera natenczas kształt 
6, = X HA BEC D? Es. 
Na mocy identyczności 
A+B+C=0 (40) 
można jeszcze wyrugować 4 i prościej położyć 
60, =F(B, C, D, E), 
gdzie F' oznacza wyrażenie całkowite. 


Rozchodzi się teraz głównie o utworzenie iloczynu Q, „który tu ma 
kształt 


Q = I (y + Ds + Et + Bu + Cv),. 


gdzie znak iloczynu II odnosi się do sześciu czynników, które powstaja 
z wielomianu 


y + Ds + Et + Bu +- Cv 
przez wszystkie możliwe przemiany par 


(Pi; Lak (ls B) (a, na): (41) 


CAN 9... Made vo WW CT Orp] 


Połóżmy dla skrócenia | 
y+ Ds + Et =g 


i oznaczmy krótko przez 6 A podstawienie, na mocy którego w po- 


czecie (41) para pierwsza, druga, trzecia, ma być zastapiona wględnie 
przez pare ata, fta, yta. Utworzmy najprzód te ezynniki iloczynu ©, 
które odpowiadaja podstawieniom 


(133), (123), (223). 


Ponieważ dla tych podstawień wyrażenie z nie zmienia się, czyn- 
niki rzeczone brzmia : 


(42) z + Pu + Cv, z + Cu + Av, z + Au + Bv. 


Pozostałe trzy czynniki iloczynu Q otrzymamy, wykonywajac 
w każdym z czynników (42) jedno z podstawień 


125), (123), (123) 


n. p. pierwsze. Iloczyn ich więc otrzymamy z iloczynu czynników (42) 
13 A) 


przez to samo podstawienie ( 


U23/. 
Iloczyn czynników (42) równa się 
(43) a"+ (A+ B + Cj(u+v) 2? | 
+ [BO + CA+ ABy(u*+v*+uv) + (4*+ B?+ C*)w] z 
+ ABC(u*+v")+ (BC?+ CA?+AB*)w* + (B*C+ A+ A’ Buw 
i w następujacy sposób może być uproszezonym. Położywszy dla skró- 
cenia 
A'+B'+C'=o 
BO'+CA'+AB?—B'C — C?A-A'B= (B—C)(C—A)Y(A—B) = 
BC'+ CA” + AB" + B'C+ C'A + A"B = 7, 


na mocy tożsamości 


ABC = DE 
i identyczności (40) otrzymujemy 
2(BC+C4+4B)=—A—B— C’ = — ẹọ 
y = — 3ABC = — 3DE | 
BC’ + CA* + AB' =4+0y+49)=—3DE+zv. 
B'O + CA + AB=iQ1-%0==x3DE— zy. 
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W skutek tych równań wyrażenie (43) przechodzi na 
23 + 4 9 (uw=—u*— vw’) z+ DE (u° +o —ż w*— 2 uw) + z W (uv”— u) 
i po rozwinięciu poteg z* i z przybiera kształt 
F (o, 9, E, D*) + DG (9, 4, E; D*), (44) 
gdzie F, Œ oznaczaja funkcyje całkowite zmiennych 
y, 5, t, w, v 
i wyrażeń 
Q,v, E, D?. (45) 
Jeżeli teraz jeszcze wykonamy podstawienie È ej które nie zmie- 
nia wyrażeń (45), to funkcyja (44) przechodzi na 
Fię,y, E, D?)— DG (p, 4, E, DÀ. 
Przeto mamy: 
Q = (F+ DGYF -- DG) 
= B'(9,v, E, 09) — IG, 4, E, DI. 


D 


Wyrażenia zatem L,, Mọ... sa tu wyrażeniami (45). 


Należy jeszcze wyrażenia te przedstawić jako funkcyje całkowite 
spółczynników iloczynu 


por= E=w, 4% + w, tt + w, £, TZ + w, 23. 


Otrzymujemy 
R DOBY TON tesa É F EPS 
an) MÈ R = A? + B? + C— 2BC — 2CA—2AB 
do JE EH a OR Si ko a s p 
GE" BE" a = 24 (Cp) +38 (4—C) + 2C* (B—A) 


D’? = ww + 180, w, 0, 0, — bo w, — dw, wi — 2707 w. *) 


Układ zupełny dla formy trzeciego rzędu f złożyć więc można 
z utworów następujacych : °) 


1) P. Serret, Cours d'algèbre supérieure. 
2) P. Clebsch, Theorie der biniiren Formen. 
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Z niezmiennika : 
A = uz Q; + 4a, a; + 4ai a, — Ja; a; — 6a, a, a, a, 
i ze spółzmienników : 
f=a t + 3a zza, + 3a, 2, az + a, 23 


1 ro?f 3? 6 SRA y l 
ti = salaż 55 — len a ] = (a, a, — a,) 4; + (a, a, — a, a, ) ©, X + 


DX; ILZ 
F (a, a, — a;) z; 


= (3a, a, a, — 2a; — ag a, ) Z: + 
+ 3(2a, a; — a,a, a, — a; a,) È 2, 
+ 3(a, a, a, — Zaża, + a, ai) 1, si + 
+ (a, a; + 2a; — 3a, a, a,) zi. 
Zmana identyczność 
V' = Af —4H" 
pomiędzy temi utworami zachodzaca, wynika z równania 
(46) (B—C)XC—4)'(4—B)* = (A + B + C)’ (BC + CA + AB) 
+ 18(4+ B+C) (BC + CA + AB) ABC 
— 4(BC+0C4+AB)—4 (A+B+C)"ABC 


— 27A"B"'C" 
czyli Yi = 49*—27D*E*. 
10. 


Niech będzie dana forma czwartego rzędu 
f =a,z: + 4a, Ti 2, + 6a, x; a; + 4a, ©, 13 + 0, 23. 
Utwór jakibadź całkowity niezmiennikowy ©, formy szczegółowej 
Pars = (p,2, + P4T,)(9,%, + a Mn a, + ran Nati + 5104) 
składa się wyłacznie z wyrazów kształtu 
(47) H (pq)*= (pr)*a (ps)*«« (qr)*:s (q>)*ze (ra) “as pÊ: q?» rb: SÈ 
i równania (18) brzmią tutaj: 
a Has ta, +Ó, == M 
Bi + 0; tw Hf, = 
As F aos Has, + Pf, = m 


> sekou SA O a P 
a. taea + B, =" m. 


(48) 
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Najprostsze rozwiazania w liczbach całkowitych nieujemnych tych 
równań sa następujące czternaście, w których liczby równe zeru opusz- 
czone zostały, a które krótko nazwę rozwiązaniami r, : 


===) =m=1 
a, = 4, > M = 1 
Ga, EF 4,5 M = 1 

c d = 0, EM = 1 
w, = B, =, =m=l1 
4, = b = B = m = 1 
4, =B =f, 5m=1 
a= PB =b =m=1 
4, =P = =m=l1 “a 
44, = Ê =f”h=m=1I1 di 
Ma EF 4, Z 4, 2 I pp=m=2 <BR 
MT yy F 0, = 1 $, =m=2 Sa, 
Ga = MIT 0, = 1 B,=M=2 a 
dą = Qg = w = 1 p, = m =2. bi MEN 

Jeżeli przez sumę dwóch rozwiazań R, R' równań (48) rozumi- DA 


A 


ii 


0% 
da 


my rozwiązanie, którego pojedyncze liczby powstaja z dodania liczb od- 
powiednich rozwiazania R i W’, to okazać można, że najogólniejsze roz- 
wiazanie równań (48) w liczbach całkowitych nieujemnych jest suma AB 
samych rozwiązań r,. W tym celu dowiodę, że każde takie dane roz- w 
wiazanie | 


> 


Gg. Bącz > kwak By r 4450843: ia 


które się nie składa z samych zer, rozłożyć można na jedno z rozwia- „ 229 
zań 7, i na inne KR składajace się z liczb całkowitych nieujemnych. < Jol 
Należy rozróżnić dwa przypadki według tego, czy liczby 
Gras Gana Taa Genn dy ęr Ma 
sa wszystkie równe zeru, czy nie. 
W pierwszym przypadku równania (48) brzmia 
8 = = = 8, =m 
i rozwiązanie dane rozłożyć można na rozwiazanie 
== =, =1 


i na inne nie zawierające liczb ujemnych. 
Rozprawy mat.-przyt. T. XXII. 
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W drugim przypadku niechaj bedzie 
diy DO 
i oznaczmy w szeregu 7, 2, 3, 4 liczby różne od p, v przez X, p. 
Jeżeli a), > 0, to rozwiązanie dane rozpada się na rozwiązanie 


dyy FF AX p = (M = 1 
i na inne niezawierajace liczb ujemnych. 


Jeżeli 8 > 0 i p » O, to rozwiązanie dane rozpada się na roz- 

wiazanie 
auy Bb = pp = M= 1 
i na inne niezawierajacé liczb ujemnych. 

Jeżeli zaś ay, i jedna z liczb 8), B, maja wartość zero, to bez 
naruszenia ogólności założyć można 8) = 0. Równania (48) natenczas 
brzmia 

day + dy + dup + Bu = m 
Gy H ayi H ayp t+ By =m 
A) y. += ©) y = m 
Agu H äpy + 8; =M, 
jeżeli ogólnie położymy au = 243 i daja: 
Olu = Ayy F Zy p + By 2 Fay 
Ay F Guy F dap + By © dny 
Bo = ay y+ Bu + By z dany. 


Rozwiazanie więc dane rozpada się na rozwiązanie 
uy = Ay Fa,=1 PP >m=2 
i na inne złożone z liczb nieujemnych. 


Jeżeli rozwiazanie R nie składa się ze samych zer, to rozpada się 
znowu na jedno z rozwiazań 7, i na inne, nie zawierające liczb uje- 
mnych, i t. d. 

Najogólniejsze więc rozwiazanie (48) w liczbach całkowitych nie- 
ujemnych zawarte jest we wzorach: 
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dysza +A +p BL ATRE RTW 

4, =B HE +u +e 8 =ota +B'+y + % 
BS TAY ot Y PA B =ota” +8 +y' + he 
a =a+ta'+p+vy è =#o+a' +8 +y +% 
Pa EPT PY NOSPR" VP EA 


m =a+B+ y +a +8 +y +a”+B” +y' + +2u+2v+-2p+a, 
gdzie s oznacza liczbę rozwiązań 
p, =P =P, =, =m=1, 
« liczbę rozwiazań 
deg = Q =M = 1 
i t. d., jakie przy rozkladaniu danego rozwiazania znajdujemy. 
Położywszy tedy 

pars 
(gr) (ps) = 
(rp) (as) = 
(pq) (rs) = 
(ps) qr = 
(gs) rp se 
(rs) pq Ki 
(gr) (rs) sa) pi = 
(rp) (ps) (sr)q' = 
(pa) (45) (sp) ri = 
(a) (rp) (pa) s" = S, 


widzimy, że wyraz (47) występuje w kształcie iloczynu potęg o wy- 


kładnikach całkowitych nieujemnych wyrażeń (49)i że utwór 0, będzie 
funkeyja całkowita tychże wyrażeń. a 


(gr)ps = L' A 
Cp) =w (49) 
(pg) rs = N' 


l 


l 


ovyn y 


Z tej funkeyi nadto wyrugowaé można wyrażenia : 
ra EIA S "LE" je 
Na mocy identyczności 
(grp + (rpg + (pa)r= 0 
mamy bowiem i 
P = (rs) Sq)p. (qr)p = — (rs) (sa)p ((rw)a + (par) 
= BN + CM 
i podobne identyczności istnieja dla Q, R, S. 
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Dalej zachodza tożsamości 


WEWN 
(50) MIN-L 
W od ——M. 


Można więc położyć 
6; = FAB, CE, LE'M, N), 
Q = Il(y + A$' + By + CY + Es + LE + Mq+ Nè), 
gdzie F oznacza funkcyja całkowita; ilości : 


j-44 , Ł 
YJ, Sm da. kn makak 
dowolne zmienne, a znak mnożenia II odnosi się do wszelkich możli- 
wych przemian par 


(51) (n, bi PD), CA U q2), (Pa 7.) (Si; 82). 


Jeżeli znowu przez | $ 5 3 5) oznaczymy podstawienie, na mocy któ- 


rego w szeregu (51) para 1, 2, 3, 4 ma być względnie zastapiona 
przez parę A, u, v, p, i jeżeli każde podstawienie znanym sposobem na 
czynniki kołowe rozlozymy, to wszystkie 24 podstawienia, które dla 
czterech elementów 7, 2, 3, 4 utworzyć można, podzielimy na sześć 
klas następujących : 
By; A, K, 3, Ki, A R,. 
Do pierwszej klasy niechaj należa podstawienia grupy 
(1) (2) (8) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23). 


Podstawienia drugiej i trzeciej klasy powstaja z podstawień pier- 
wszej klasy, jeżeli każde z nich pomnożymy przez podstawienie (123)(4) 
a względnie (132)(4). Podstawienia klas K, , K, , K, powstają względnie 
z podstawień zachodzacych w K,, K,, K,, mnożąc te ostatnie przez 
podstawienie (2)(4)(25). 

Utwórzmy najprzód iloczyn J czterech wypadków, które powstają 
z wielomianu 


(52) y + AE + By + CY EY + IĘ + My + NĘ 


przez wykonanie podstawień pierwszej klasy. Ponieważ podstawienia te 
nie zmieniaja wyrażeń A, B, C, E, przeto położywszy dla skrócenia 


y+ AĘ + By + CY + Ey'— a, 
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otrzymujemy wypadki następujace : 
z + Lg + Mat NĘ 
z — IZ + Mna- NY 
g — L'i — My + NY 
2+ L'E— Mqy— M, 
które jeszcze dalej uprościć możemy. Połóżmy dla skrócenia 
L-L=l M-—M =m N— N = (54) 


È +t = Ou E+m =w n + t=2w. 


Tedy z identyczności (50) wynika 
L+L' =m M+M =n NEN =A (55) 
a z równań (54) i (55) 
EENET A ERN A. 
M=+1(m+n) M =4(n —m) 
N=4( +10) N =i(l —n). 


Podstawiwszy te wartości we wyrażeniach (53), otrzymamy iloczyn 
w kształcie 


J =(2+lu + mv + nw)(z — lu — mv + nw) X 
(z+ lu — mv—nw)(z—lu t mv — nw) 
[(2 F lw)"— (mv-+nw)”] [(2 — lu) —(mv — nw)*] 


= (2"“+l"u"—m'v”— n*w*)* —4(lus—mnvw)* 


= (2? + l" u"— m'v'— nw”)? — 4i'u'z" — 4m'n'*v*w* + Blmnuvwa. 
Aby to wyrażenie sprowadzić do jak najprostszego kształtu, po- 
łóżmy 
A lan = y 
tout En = 
Rozwiazawszy identyczności 
m?— n? =(M — M)*— (M + M)? = — 4MM' = — 4BE 
n?— l L(N — NYL (N + NY =—4NN ——4CE 
l? -— m?°= (L — L} — (L + l'=—4LL' =—4AE 
i równanie (56) względem /?, m?, n?, otrzymamy 


(56) 


Mate | $(C—AE 
m=1ę + 4(4— B)E 
n=19 + $(B—COE, 
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Po podstawieniu tych wartości na l?, m°, n*, lmn i rozwinięciu, 

iloczyn J przechodzi na funkcyję całkowitą zmiennych 

YE 60, -.6 
i wyrażeń 

E, 9, y, A, B,C, 

z którejto funkcyi za pomocą identyczności 

A+ B+C=0o (58) 
jeszcze A wyrugować można. Możemy przeto położyć, nie uwydatnia- 
jac E, 9, yo 

T =P (BO), 


gdzie P oznacza funkcyję całkowita. 


Wykonajmy teraz w J podstawienia 
(123)(4) (132)(4), 
aby otrzymać iloczyny wypadków, odpowiadajacych wykonaniu > 
wień klas K,, K, we wielomianie (52). Ponieważ wyrażenia M Ba Pa 


przez podstawienia rzeczone nie doznaja żadnej zmiany, przeto c ny 
w mowie będące równaja się względnie wyrażeniom 


P(C, 4) O(A, Bi. 


Ozraczywszy zatem iloczyn dwunastu wartości, które wielomian 
(52) przez przemiany pierwszych trzech klas przybiera, przez J', mamy 


J = (B, O) 9(C, 4) (4, B). 
Aby J' wyznaczyć, połóżmy jeszcze 
J” = (C, B) PA, C) P(B, 4) 
i uważajmy w J', J” wyrażenia A, B, C jako ilości nieoznaczone. 
Tedy suma J + J” jest funkcyja cełkowita symetryczna tychże ilości 
i daje się przerobić identycznie na funkcyja całkowita wyrażeń elemen- 
tarnych symetrycznych 


LAVAN BER CAT AD, ABE. (59) 
Różnica zaś J' — J” jest funkcyja alternujaca i jako taka algie- 
braicznie podzielna być musi przez iloczyn alternujacy 


(B—0)(C—4)(4— B) 


a iloraz jest funkcyja symetryczna czyli funkeyja całkowita wyrażeń 
(59). Można zatem położyć tożsamościowo ; 
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J!+J"=W(ALB+C, BCHCA+AB, ABO) 
J' — JO —(B—0(C—A)(4.—BYY'(4+-B+-C, BOC+CA+AB, ABO) 
J' = 1 W +1(B—C) (C—A) (4—B) Y', 


gdzie W, F’ oznaczaja funkeyje całkowite. 


Wróciwszy znowu do znaczenia wyrażeń 4, B, C i położywszy 
BC + CA + AB = D 
(B—-C)(C—A)(A-B) = D' 


ABOS N. 
otrzymujemy 


J!=1W(0, pTO D, A). 


J' zatem jest funkeyja całkowita wyrażeń 
B; 0%; D, WZA (60) 
i położyć można 
F-=WH4-AG;, 
gdzie G, G, oznaczaja funkcyje całkowite wyrażeń 
E, ont, DB PAU (61) 
Chcac dalej otrzymać iloczyn wartości wielomianu (52), które od- 


powiadaja przemianom klas K,, K,, K,, wystarcza w J' przemienić 
pary (9, , 4,) i (r, ,r,), przez co J’ przechodzi na 


GN: 


ponieważ przez rzeczoną przemianę wyrażenia (61) nie doznają żadnej 
zmiany, tylko A przechodzi na — A. 


Jest więc 
Q=(6G 4 AG, ) (G w. AG,) =(=, 


a ponieważ A" wyrazić można przez D, D' za pomoca identyczności (46), 
która tu na mocy zrównania (58) daje 


s=— ZD DE pe, 


przeto ostatecznie znajdujemy 


Q=y(Ff,9,v, D, D'), 


gdzie y oznacza funkeyje całkowita zmiennych y, £',... C i wyrażeń 


E,o,v, D, M'. (62) 
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Wyrażenia te zatem daja układ zupełny formy f, jeżeli je prze- 
robimy na funkcyje całkowite spółezynników iloczynu 


K=w, a; t w, i, + wd z tw st rt w, 3 
i spółezynniki te zastapimy przez spółczynniki formy /. 
| Celem przerobienia wyrażeń D, D', kładę: 
Qi fı Da S F Pi SBA TA 
PoR SS Q, S$, Fa p, — A 
PV, dą "is Sa FHT, Si Po dą = la» 


tedy jest 
A=4—4, Bsz -ea C=g— z, 


2, +2, F2 = w, 
2,8, + 2,2, + 2,2, = w,w, — 4a w, 
2, 2, 8, = 0,0; — 40,60, +0;0,. 
Stąd wynika : 
D = (z, —2,)(2, —2, ) t (2, —2, (e, —2, ) +(2, —2, (Zi —z, ) 
= 2,2, + 2,2, + 2,2, — 2,—2;— 2, = J(z,2, +z,ż, taa) —(z, tz, tz) 
= 30,0; — 120,0, — w; 
D' = (2a, — 2, — ż,) (22, — 2, — Zy) (22 — 2, — 2,) 
= (32, — w) (32, — w,) (32, — w) 
= — w + 3(2, +-2, + z) wz — 9(2, 2, + 2,2, H 2,2,) w, + 272, ZZ, 
= Jwè — 90, 0,0, — 720, 0,0, + 270, 05 + LZwiwv,. 
Funkcyję o przerobić można w następujacy sposób. 


Ponieważ 
LL + MM + NN' = E(A + B -| 0) =0, 


przeto 


ọ = L’ L''—2LL'+M'4+M'" — 2MM' + N' + N'' — ANN' 
L DA MAN HLH MHN”. 
Położywszy zaś dla skrócenia 
p,qrs = , qpre=pB, rpgs =y spar =, 
p,ars=a q,prs =B; TPIS =" Sapar =2, 
(a +8, + y + 8,) VI1= a 
(a +8, + w + i) VZ i 


2, Pa tyg a, 8, = (28) ai TAY F (ay) Em3 
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otrzymujemy : 
Sepeda a e AD (By) — EL' 
(8è) — EM (ya) — EM' 
(yò) — EN : OO (ap) = EW 


(xe) = (—1 (L— M + N) E=V-1 Ż+m—n)E. 
(8e) — V=2 (L' + M — NW) E=V--1 (-l+ m + n) E 
(ve) = V—1 (—U+M+N) E =V—1 (l— m+n) E 
(de) — V=1 (L+ M+ N) E=V-1 (1+m+n)E 
a stad 
(a8)? (By)? + (BÒ)? + (va) + (YÒ)? + (af)? = Flo | 
(xe)? + (Be)? + (qe)* + (83) = — FB lim+n)-EXH min)? 
— E? (l—m+n)—EX(+m—n)? 
— — 4EXP+m+n?) — — 4B?o. 


| Jest więc : 
3 $ — 3E'ę = (af)? + (ay)? + (ad)? + (2e)? + EY)’ + (88)? + (Be)? 
ki + (yè)? + (r) + Ge)" 
= (6 +8: + v + 8 + sl + 6: + 7: + 83 + eż) 
— (4,2, +B, B +Y Ya + 8,8, + e, e,)" 
a poniewaz : 

+6 + yi + 8 + ei — — 2(4,8, +47, + 2,8, + 87, + ba+nò,) 
E 
ou? 
03 + B + 3 + 8: + 5 = — A B,+a, Y, +48, + PY, +B,8, + Yo.) 

PEN LE. 


Aa; 


— — E 


a, a, + AA Moala aa. 0,8, +e, 3, = a, B, — a, B, — a, Ya — Ay Ya — a, 0, — 2,8, 
Fa 8, Yo = Yi =p ò, M ò, FAN ò, —Yo ò, 
VE 


Z Lo 
przeto 
de, 1 [ LE YE 938 147 
ERE Ak m a ji 
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Dalej mamy: 


CL DA oi 
aL' JE OL' JE 
MA TO To 2n L’ 
a stad 
2 sa 2 12 
e = 53, pow SO we ) 8 = 4n(L*— L?) = 4lmn 
— 4%. 
Podobnym sposobem znajdziemy : 
(MM) IE — AM'+M') JE di 
Os, RZA DOL, BE 207 
A+ NNSE  AN'HN) 3E p 
DL, Du, IL, Sy 


Stad przez dodanie mamy : 
yo 1(%0 8B ap 2E) 
deu 12 (az Ou, 0x, Ou,” 
Układ tedy zupełny składa się z następujących utworów : 
Z, niezmienników 
je=u A da,a, + da; 
j=a aa, +u, aa — a,a; — a,a; — a; 
i ze spółzmienników | 
f = ar: + 4a, xxx, +- 6a,2; x; +- 4a, x, 1; + a, aż 
SY Wè: Eei Va 
— 144 (3 Jr Du, Oz, ) ) 
= (a, a, — 0) + 2(a a, —a,a,)eiz, +(a,a, + 2a,a, —3Q;) Li 
+2 (a, AST a, a, )e 1% + (a, a, PI; as); 


L ESAE ko BWÈ FP 2 PLOSBE ) e 
8 “ou, ou, 0x, Oz, 
= (aga, —3a,a, a, +- Żaż)c5+- (aa, + da a, a, —Iau a+ Gaża, ) xi a, ` 
+ 5(a,a, a, — 3a,1,0, + 2a; a, )xixi—+ 10(a: a, — a,a;) 2; a; 
+ 5 (-a,d,0,+ 3a, a,a, - 2a, aH - a, uż — 2a aa +- 9aża, — 


— Gu, ai) z, zż +- (—4, aż ++ 3a,a,4, — Ża$) ai. 
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Identyczne równanie, zachodzące pomiędzy temi utworami 
T? = — 4H*+j f2H—j' f? 


bezpośrednio wynika z tożsamości (57), które pomnożone przez siebie, 
daja : 


274° — A l'm'n'— (p+4E(C—A))o + 4F(A—B))(ę + 4E(B—C)) 


= Q'+48DE" 9 + 64D'E*. 


